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Zahvala gre tudi staršem in prijateljem, ki me podpirajo med študijem.
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Vibracijska poškodovanost ob udarnem vzbujanju
Žiga Mišica
Ključne besede: linearni sistemi
udarno vzbujanje
utrujanje materiala
spektralni momenti
vibracijska poškodovanost
Prisotnost udarnih obremenitev povzroči napako pri oceni vibracijske poškodovanosti
v frekvenčni domeni. Bistvo magistrske naloge je primerjava ocen oz. odstopanja med
vibracijsko poškodovanostjo v časovni, ter frekvenčni domeni, z namenom izboljšanja
oz. korekcije ocen vibracijskih poškodovanosti v frekvenčni domeni, glede na časovno
domeno. Izpeljava matematičnih modelov vibracijskih poškodovanosti je podprta eks-
perimentalno. Primerjava ocen vibracijskih poškodovanosti je potrjena preko eksperi-
menta.
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Abstract
UDC 534.141:620.178.3(043.2)
No.: MAG II/637
Vibrational fatigue at impulse excitation
Žiga Mišica
Key words: linear systems
impulse excitation
material fatigue
spectral moments
vibrational damages
The presence of impulse loads causes errors in the estimation of vibrational damage in
the frequency domain. The essence of the master thesis is to compare the estimates
or deviations between vibrational damage in time and frequency domain, purpose of
which is the improvement or correction of vibrational damage estimates in frequenc
domain, with reference to the time domain. The mathematical models of vibrational
damage are supported experimentally. The comparison of vibrational damage estimates
is confirmed through the experiment.
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Slika 3.2: Pravilo seštevanja. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
Slika 3.3: Pravilo skaliranja. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
Slika 3.4: Superpozicija linearnih sistemov. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
Slika 3.5: Standardna normalna porazdelitev. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
Slika 3.6: Ekstremi odziva sistema. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
Slika 4.1: Standarden Y vzorec. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
Slika 4.2: Blokovni diagram eksperimenta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
Slika 4.3: Postavitev eksperimenta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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N število ciklov
p ekstremi odziva
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1 Uvod
V strojništvu pogosto obravnavamo strukture, ki so kot posledica izpolnjevanja nji-
hove funkcionalnosti, izpostavljene nekim obremenitvam, katere povzročijo utrujenost
materiala omenjenih struktur. Utrujenost materiala strukture predstavlja poslabšanje
materialnih lastnosti strukture in privede do poškodbe strukture ali celo porušitve. V
splošnem povzroči poškodbo obremenitev z dovolj veliko amplitudo, ki presega neko
mejno amplitudo pri kateri se struktura, z danimi materialnimi lastnostmi, poškoduje
oz. doživi poškodbo. Poleg amplitude pa je zelo pomembna tudi stopnja ponavljanja
oz. frekvenca omenjenih obremenitev. Strukture, ki so izpostavljene obremenitvam z
manjšo amplitudo od tiste pri kateri sicer struktura z danimi materialnimi lastnostmi
doživi poškodbo in večjo frekvenco pojavljanja, prav tako izkažejo poškodovanost. Ka-
dar obravnavamo strukturo, obremenjevalna frekvenca katere se nahaja v področju la-
stnih frekvenc, se srečamo s t.i. Vibracijskim utrujanjem. Obremenjevanje s frekvenco
v bližini lastnih frekvenc strukture imenujemo tudi vibracijsko vzbujanje.
Pri obravnavanju realnih struktur, so slednje obremenjene s kombinacijo harmonskih,
naključnih, ter impulznih obremenitev [1]. Harmonske in udarne oz. impulzne obre-
menitve, so deterministične in jih lahko ob predpostavki, da obravnavamo linearen
sistem, analitično popišemo v časovni in frekvenčni domeni. Analiza harmonskih in
udarnih obremenitev je možna [2], vendar je potrebno predpostaviti linearnost, sta-
cionarnost in normalno porazdelitev naključne spremenljivke procesa [3], ki je v
tem primeru definirana kot kinematski odziv sistema x(t) na vzbujanje.
Vrednotenje vibracijske poškodovanosti je relativno dobro raziskano v frekvenčni do-
meni za širokospektralne in harmonske obremenitve, manj pa za impulzne. Iz tega ra-
zloga je v nadaljevanju raziskan primer vibracijske poškodovanosti impulznega vzbuja-
nja. Vibracijske obremenitve imajo ponavadi manjše amplitude, kar pa vseeno privede
do poškodovanosti materiala pri visokocikličnih obremenitvah. Impulzne obremenitve
se lahko pojavijo v strukturi, kot posledica kontaktnih nelinearnosti (npr. zračnost) in
lahko bistveno povečajo delež vibracijske poškodovanosti obremenjene strukture [4].
Življenjska doba oz. stopnja poškodovanosti obremenjene strukture je ponavadi oce-
njena z uporabo metod v časovni (npr. Rainflow [5]) in tudi v frekvenčni domeni (npr.
Narrow band [6], Tovo-Bennasciutti [7]). Ker je odziv linearnega sistema z eno prosto-
stno stopnjo po naravi determinističen, kar pomeni da ga lahko analitično popišemo,
je obravnava v časovni domeni bolj zaželjena. Obravnava v frekvenčni domeni se iz-
kaže za hitrejšo in bolj priročno, kadar obravnavamo vzbujevalne impulze z daljšimi
obremenjevalnimi zgodovinami in naključno porazdelitvijo.
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V nadaljevanju je obravnavan primer impulznega vzbujanja, definiran s pol-sinusno
vzbujevalno funkcijo, za katerega so izpeljani izrazi za oceno poškodovanosti v časovni,
ter frekvenčni domeni. Za namen potrditve izpeljanih teoretičnih izrazov poškodovanosti,
je bil izveden eksperiment impulznega vzbujanja vzorca.
2
2 Teoretične osnove
Poglavje Teoretične osnove vsebuje potrebne teoretične osnove za razumevanje obrav-
nave dinamskega sistema eksperimentalne postavitve, ter izpeljavo izrazov za oceno
poškodovanosti v časovni in frekvenčni domeni.
2.1 Strukturna dinamika
2.1.1 Sistem z eno prostostno stopnjo
Za potrebe nadaljnje obravnave teorije, ter razumevanja matematičnega modela me-
hanskega nihanja in eksperimenta, preko katerega je validiran matematični model vi-
bracijske poškodovanosti oz. utrujanja je v nadaljevanju predstavljena izpeljava gibalne
enačbe vsiljenega dušenega nihanja sistema. Gibalna enačba je izpeljana na podlagi
preprostega modela z eno prostostno stopnjo - x(t), masa - dušilka - vzmet [8] in
opisuje stanje sistema v odvisnosti od njegovih dinamičnih veličin. V tem primeru je
stanje sistema definirano preko koordinate x(t), ki je časovno odvisna.
Masa sistema je označena z m, vzmet, ki predstavlja vračajočo silo v modelu, katera
povzroča nihanje sistema ob nekih začetnih pogojih, pri katerih se sistem nahaja izven
ravnovesne lege. Vzmet ali t.i. vračajoča sila je označena s k, dušilka, ki v sistemu
predstavlja disipativno silo, katera povzroči prenehanje nihanja pa z c. Kot omenjeno
pa obravnavamo vsiljeno dušeno nihanje pri katerem je prisotna tudi neka vzbujevaljna
oz. vsiljena sila, ki je označena kot f(t).
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Model masa - dušilka - vzmet je prikazan na sliki 2.1.
Slika 2.1: Model z eno prostostno stopnjo masa - dušilka - vzmet.
Osnovo za izpeljavo gibalne enačbe masa - dušilka - vzmet nam podaja drugi Newton-
ov zakon gibanja, ki pravi:
Vsota vseh sil, katere delujejo na telo je enaka produktu mase telesa m in pospešku
telesa a:
F = m · a
Pospešek telesa a(t) predstavlja stopnjo spremembe hitrosti telesa v(t) v odvisnosti od
časa, hitrost v(t) pa stopnjo spremembe izbrane koordinate položaja x(t) v odvisnosti
od časa. Pospešek telesa a(t) lahko torej okarakteriziramo kot drugi odvod položaja
po času:
a(t) = ẍ(t) =
d2x(t)
dt2
Gibalno enačbo sistema lahko sedaj določimo z uporabo 2. Newton-ovega gibalnega
zakona po sledečem postopku:
1. Sistem postavimo v izbrani koordinatni sistem in mu določimo opazovano koor-
dinato - x(t). Za sistem predpostavimo, da je njegova masa zbrana v točki, ter
da je gibanje linearno, torej je linearna tudi izbrana koordinata.
2. Določimo konfiguracijo sistema pri kateri je sistem v ravnotežnem stanju.
3. Sistemu navidezno vpeljemo premik v smeri pozitivne osi postavljenega koor-
dinatnega sistema. Kot posledica premika se v sistemu pojavijo reakcijske sile -
vzmet in dušilka. Na podlagi reakcijskih sil lahko sedaj za opazovani sistem (masa
m) narišemo diagram prostega telesa - masa, ter reakcijske sile, ki so posledica
vsiljenega premika.
4. Sedaj apliciramo 2. Newton-ov zakon na diagram prostega telesa in določimo
ravnotežje vseh delujočih sil.
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Diagram prostega telesa je prikazan na sliki 2.2.
Slika 2.2: Diagram prostega telesa sistema masa-dušilka-vzmet.
Z upoštevanjem postavljenega koordinatnega sistema in sil, ki delujejo na maso m,
zapišemo ravnotežje sil:∑︂
F = mẍ(t) : f(t)− cẋ(t)− kx(t) = mẍ(t)
Zgornje ravnotežje sil zapišemo tako, da se sile, ki delujejo na sistem nahajajo na levi
strani, vzbujevalna sila f(t) pa na desni strani. Na ta način pridobimo iz ravnotežja
sil gibalno enačbo sledeče oblike:
mẍ(t) + cẋ(t) + kx(t) = f(t) (2.1)
Kot omenjeno, nam gibalna enačba podaja informacije o stanju sistema v odvisnosti
od njegovih dinamičnih veličin. V tem primeru predstavlja dinamično veličino sistema
koordinata položaja x(t), ki je odvisna od časa. Iz gibalne enačbe pa lahko pridobimo
tudi nekaj drugih informacij o sistemu in sicer tako, da enačbo normiramo z maso
sistema m.
Najprej predpostavimo, da obravnavamo lastno dušeno nihanje sistema. Gibalna
enačba zavzame sledečo obliko [8]:
ẍ(t) +
c
m
ẋ(t) +
k
m
x(t) = 0 (2.2)
Člen k
m
nam poda informacijo o lastni nedušeni frekvenci sistema ω0 preko relacije:
ω0 =
√︃
k
m
(2.3)
Člen c
m
pa se pretvori v 2δω0, kjer je z δ označen razmernik dušenja, preko katerega
lahko z naslednjo relacijo določimo dušeno lastno frekvenco sistema:
ω0D = ω0
√
1− δ2 (2.4)
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Ker v nadaljevanju obravnavamo vibracijsko poškodovanost ob udarni motnji oz. im-
pulzu, predpostavimo, da vzbujevalna sila f(t) predstavlja impulz definiran kot:
I = ẋ(t) m
Iščemo odziv sistema katerega pridobimo z rešitvijo gibalne enačbe, ki je definirana z
naslednjim nastavkom:
x(t) = e−δω0t(A cos(ω0Dt) +B sin(ω0Dt)) (2.5)
Za rešitev gibalne enačbe moramo torej določiti vrednosti konstant A in B, kateri
pridobimo preko začetnih pogojev sistema:
1. pri času t = 0 je sistem v začetnem položaju
x(t = 0) = 0,
2. kot posledica impulza ima pri času t = 0 sistem neko začetno hitrost
ẋ(t) =
I
m
Začetna pogoja vstavimo v nastavek za rešitev gibalne enačbe (2.5):
1. x(t = 0) = 1 ·(A·1 + B·0)
−→ A = 1, x(t) = e−δω0t (B sin(ω0Dt))
2. ẋ = B ·(-δ ω0 e−δω0t sin(ω0D t) + ω0D cos(ω0Dt) e−δω0t) −→ B = Imω0D
Odziv sistema sedaj zavzame sledečo obliko:
x(t) =
I
mω0D
e−δω0t sin(ω0Dt) (2.6)
6
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2.1.2 Sistem z več prostostnimi stopnjami
V prejšnjem poglavju je opisan preprostejši model diskretizacije sistema - sistem z eno
prostostno stopnjo, ki pa ne velja za večino realnih primerov. V realnosti se srečamo s
sistemi oz. strukturami, katerih ni mogoče popisati s predpostavko, da gre za sistem
z eno prostostno stopnjo. Realnih sistemov praktično ni mogoče zadovoljivo popisati s
točkovno maso in eno prostostno stopnjo, saj gre za zvezne nehomogene, prožne sisteme
z neskončnim številom prostostnih stopenj. Sistem z neskončnim številom prostostnih
stopenj je praktično nemogoče rešiti, zato je na tem mestu potrebno skleniti kompro-
mis glede obravnavanega števila prostostnih stopenj. Obravnavani sistem je potrebno
popisati s takim številom prostostnih stopenj, da je gibanje sistema popolnoma defini-
rano in je zagotovljena ustrezna natančnost. Zato podobno kot v prejšnjem poglavju,
v katerem smo obravnavali sistem z eno prostostno stopnjo, razdelimo sistem z več
prostostnimi stopnjami na ustrezno število točkovnih mas in ga tako lažje obravna-
vamo. Za vsako točkovno maso in pripadajoče prostostne stopnje je sedaj potrebno
določiti gibalne enačbe po podobnem postopku kot je bilo to storjeno za sistem z eno
prostostno stopnjo. Postopek za določitev gibalnih enačb sistema z več prostostnimi
stopnjami je predstavljen v nadaljevanju.
Sistem z več prostostnimi stopnjami je opredeljen z masnimi mi, togostnimi ki in
dušilnimi ci lastnostmi, za vsako prostostno stopnjo n (n=1,2,3,...) [9]. Tak sistem ima
n lastnih frekvenc s pripadajočimi lastnimi oblikami. Prikazan je na sliki 2.3.
Slika 2.3: Sistem z več prostostnimi stopnjami.
Gibalne enačbe sistema z več prostostnimi stopnjami so pridobljene s pomočjo drugega
Newton-ovega zakona gibanja in postopka predstavljenega v nadaljevanju.
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Določitev gibalnih enačb sistema z več prostostnimi stopnjami:
– Sistemu z več prostostnimi stopnjami določimo najmanjše potrebno število prosto-
stnih stopenj za ustrezen popis njegovega gibanja. Diskretiziran sistem točkovnih
mas umestimo v koordinatni sistem in mu določimo smeri hitrosti, pospeškov in
vzbujevalnih sil.
– Določimo ravnotežno stanje sistema in v sistem uvedemo enotski premik, tako da
dobimo reakcijske sile, ki delujejo na posamezno točkovno maso.
– Za vsako točkovno maso lahko sedaj narišemo diagram prostega telesa s pripada-
jočimi reakcijskimi silami vzmeti, dušilke in vzbujevalnimi silami, ki delujejo na
maso.
– Apliciramo drugi Newton-ov zakon na vsako točkovno maso.
mẍ(t) =
∑︂
Fi
Z uvedbo enotskega premika v pozitivni smeri postavljenega koordinatnega sistema na
maso mi, lahko z uporabo drugega Newton-ovega zakona gibanja zapišemo ravnotežje
sil:
miẍi − ciẋi−1 + (ci + ci+1)ẋi − ci+1ẋi+1 − kixi−1 + (ki + ki+1)xi − ki+1xi+1 = Fi (2.7)
Diagram prostega telesa je prikazan na sliki 2.4.
Slika 2.4: Diagram prostega telesa sistema z več prostostnimi stopnjami.
Z uporabo enačbe lahko zapišemo tudi gibalni enačbi za masi mi in mn.
m1ẍ1 + (c1 + c2)ẋ1 − c2ẋ2 + (k1 + k2)x1 − k2x2 = F1 (2.8)
mnẍn − cnẋn−1 + (cn + cn+1)ẋn − knxn−1 + (kn + kn+1)xn = Fn (2.9)
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Gibalne enačbe sistema z več prostostnimi stopnjami vsebujejo odvode prostorskih
koordinat drugega reda, tako da potrebujemo za rešitev vsake gibalne enačbe 2 začetna
pogoja. Poleg tega so gibalne enačbe vezane, kar pomeni, da je gibanje posamezne
koordinate odvisno od gibanja ostalih koordinat v gibalni enačbi. Prikladen način
zapisan gibalnih enačb sistema predstavlja matrična oblika zapisa gibalnih enačb:
[M ]{ẍ(t)}+ [C]{ẋ(t)}+ [K]{x(t)} = {f(t)}, (2.10)
kjer [M] predstavlja masno matriko sistema, [C] matriko dušenja, ter [K] togostno
matriko sistema. Matrična oblika sistema vključuje tudi vektor pomikov sistema {x(t)},
hitrosti {ẋ(t)}, pospeškov {ẍ(t)}, ter vektor vzbujevalnih sil {f(t)}. Splošne oblike
masne, dušilne, ter togostne matrike so:
[M ] =
⎡⎢⎢⎣
m11 m12 ... m1n
m12 m22 ... m2n
... ... ... ...
m1n m2n ... mnn
⎤⎥⎥⎦
[C] =
⎡⎢⎢⎣
c11 c12 ... c1n
c12 c22 ... c2n
... ... ... ...
c1n c2n ... cnn
⎤⎥⎥⎦
[K] =
⎡⎢⎢⎣
k11 k12 ... k1n
k12 k22 ... k2n
... ... ... ...
k1n k2n ... knn
⎤⎥⎥⎦
Splošne oblike vektorjev pomikov, hitrosti, pospeškov in vzbujevalnih sil pa:
{x(t)} =
⎛⎜⎜⎝
x1(t)
x2(t)
...
xn(t)
⎞⎟⎟⎠ , {ẋ(t)} =
⎛⎜⎜⎝
ẋ1(t)
ẋ2(t)
...
ẋn(t)
⎞⎟⎟⎠ , {ẋ(t)} =
⎛⎜⎜⎝
ẍ1(t)
ẍ2(t)
...
ẍn(t)
⎞⎟⎟⎠ , {f(t)} =
⎛⎜⎜⎝
f1(t)
f2(t)
...
fn(t)
⎞⎟⎟⎠
Z rešitvijo sistema gibalnih enačb pridobimo informacije o odzivu sistema glede na
vzbujevalne sile, njegove lastne frekvence, ter pripadajoče lastne oblike, katere nam
podajajo razmerje gibanja koordinat sistema. Reševanje sistema gibalnih enačb je
podrobneje predstavljeno v poglavju Eksperimentalna raziskava.
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2.1.2.1 Modalne koordinate
Prejšnje poglavje opisuje postopek določitve gibalnih enačb sistema z več prostostnimi
stopnjami in njihov prikaz v bolj priročni obliki, ki ga imenujemo matričen zapis gibal-
nih enačb. Vendar kot omenjeno v prejšnjem poglavju, gre za zapis gibalnih enačb, kjer
so slednje vezane oz. so koordinate prostostnih stopenj sistema, ki se v njih pojavljajo
medsebojno odvisne, kar otežuje reševanje takega sistema enačb, ki ga posledično ime-
nujemo vezan sistem. S tem razlogom je v nadaljevanju predstavljena modalna trans-
formacija koordinat oz. lahko rečemo kar modalna transformacija gibalnih enačb, s
katero eliminiramo medsebojno odvisnost koordinat v njih. Transformacijo koordinat
prostostnih stopenj sistema v t.i. modalne koordinate definiramo kot [9]:
x(t) = [Φ]q(t), (2.11)
kjer [Φ] predstavlja modalno matriko sistema in je sestavljena iz lastnih vektorjev
obravnavanega sistema.
[Φ] = [ϕ1, ϕ2, ..., ϕn] (2.12)
Vektor q(t) pa predstavlja vektor modalnih koordinat sistema.
q(t) =
⎛⎜⎜⎝
q1(t)
q2(t)
...
qn(t)
⎞⎟⎟⎠ (2.13)
Modalno transformacijo koordinat x(t) lahko uporabimo zaradi ortogonalnih lastnosti
modalnih matrik [9]:
[ΦT ][M ][Φ] = [I] (2.14)
[ΦT ][K][Φ] = [ω2r ] (2.15)
Za lažje razumevanje je modalna transformacija prikazana na primeru lastnega nihanja
nedušenega sistema, kjer je dušenje zanemarjeno, torej matrična oblika zapisa gibalnih
enačb zavzame naslednjo obliko:
[M ]{ẍ(t)}+ [K]{x(t)} = 0 (2.16)
V zapis matrične oblike gibalnih enačb sedaj uvedemo modalno transformacijo. Gi-
balna enačba 2.16 zavzame obliko:
[ΦT ][M ][Φ]q̈(t) + [ΦT ][K][Φ]q(t) = 0 (2.17)
Z upoštevanjem ortogonalnih lastnosti modalnih matrik, zapišemo gibalno enačbo kot:
q̈(t) + [↖ ω2r ↘]q(t) = 0 (2.18)
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V primeru, ko ne upoštevamo masnega normiranja modalnih matrik, zavzame gibalna
enačba sledečo obliko.
[↖ m2r ↘]q̈(t) + [↖ k2r ↘]q(t) = 0 (2.19)
Preko modalne transformacije smo tako dobili matrični zapis gibalnih enačb sistema
izražen v modalnih koordinatah qi(t), ki je nevezan, kar pomeni, da je posamezna
gibalna enačba odvisna le od ene koordinate prostostne stopnje sistema qi(t) in jo
lahko rešimo z uporabo začetnih pogojev koordinate x(t), ki pa jih transformiramo z
uporabo nastavka 2.11.
2.1.2.2 Viskozno dušeni sistem z več prostostnimi stopnjami
V prejšnjem poglavju 2.1.2.1 je dušenje zanemarjeno, tukaj pa je na kratko predstavljen
primer, ko slednjega upoštevamo. Z upoštevanjem dušenja matrična oblika gibalnih
enačb zavzame sledečo obliko [9]:
[ΦT ][M ][Φ]q̈(t) + [ΦT ][C][Φ]q̇(t) + [ΦT ][K][Φ]q(t) = 0, (2.20)
in nato:
q̈(t) + [τ ]q̇(t) + [↖ ω2r ↘]q(t) = 0, (2.21)
kjer modalna matrika dušenja [τ ] ni diagonalna. To je posledica definicije modalne
matrike [Φ], pri kateri smo dušenje zanemarili in smo jo izpeljali le v oziru na masno in
togostno matriko sistema. Posledično je lastni vektorji sistema {ϕr} niso diagonalizirani
[9]. Kot posledica upoštevanja dušenja, so gibalne enačbe vezane, kar oteži rešitev
matričnega zapisa in z aplikacijo modalne transformacije matričnega zapisa ne dobimo
nevezanih gibalnih enačb. Na tem mestu lahko vpeljemo princip proporcionalnega
dušenja, kjer je matrika dušenja odvisna od masne in togostne matrike sistema oz. je
definirana kot linearna kombinacija obeh:
[C] = ε[K] + ν[M ], (2.22)
kjer ε in ν predstavljata neki konstanti. Z uvedbo ortogonalnih lastnosti modalne
matrike nedušenega sistema definiramo matrični zapis gibalnih enačb kot:
q̈(t) + [ΦT ][ε[K] + ν[M ][Φ]q̇(t) + [↖ ω2r ↘]q(t) = 0 (2.23)
oz.
q̈(t) + [↖ ν + εω2r ↘]q̇(t) + [↖ ω2r ↘]q(t) = 0 (2.24)
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Če upoštevamo analogijo s sistemom z eno prostostno stopnjo lahko zapišemo:
q̈(t) + [↖ 2ξrωr ↘]q̇(t) + [↖ ω2r ↘]q(t) = 0, (2.25)
kjer ξr predstavlja modalno razmerje dušenja.
ξr =
ν
2ωr
+
εωr
2
(2.26)
Na ta način smo dobili matričen zapis gibalnih enačb, pri katere so slednje nevezane
in jih lahko rešimo s postopkom prikazanim v prejšnjem poglavju. V splošnem pa
dušenje ni proporcionalno, torej matrika dušilnih lastnosti ni diagonalna, vendar lahko
v primeru majhnega dušenja ne-diagonalne elemente matrike zanemarimo in dovolj
natančno popišemo sistem.
12
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2.1.3 Odziv na udarno motnjo
Do sedaj so bilo tekom vsebine predstavljene osnove strukturne dinamike, preko ka-
terih okarakteriziramo opazovan dinamično vzbujan sistem oz. strukturo. Ker pa je
cilj vrednotenje vibracijske poškodovanosti sistema ob udarni motnji, je potrebno de-
finirati odziv sistema na omenjeno udarno motnjo, katero imenujemo tudi impulz. V
nadaljevanju je predstavljena definicija odziva sistema z eno prostostno stopnjo na t.i.
impulz, katero imenujemo impulzna prenosna funkcija.
Udarna motnja predstavlja determinističen prehodni pojav, kar pomeni, da jo lahko
analitično popišemo z magnitudo, ki je časovno odvisna - F(t) in traja le krajše časovno
obdobje - ∆t. Prehodni pojavi so načeloma ne-periodični.
Udarna motnja oz. impulz predstavlja spremembo gibalne količine sistema:
I = ∆p = mẋ2(t)−mẋ1(t) = F∆t, (2.27)
kjer sta z ẋ1(t) in ẋ2(t) označeni hitrosti mase m pred in po aplikaciji impulza. Ma-
gnitudo impulza definiramo kot:
F =
∫︂ t+∆t
t
Fdt (2.28)
Za lažje razumevanje uvedemo pojem enotskega impulza, ki deluje pri času t = τ = 0 :
f = lim
∆−→0
∫︂ t+∆t
t
Fdt = Fdt = 1, (2.29)
kjer je enotski impulz enak nič za vse vrednosti t = τ , razen τ . Enotski impulz je
prikazan na sliki 2.5.
Slika 2.5: Enotski impulz.
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Postopek izpeljave enačbe impulzne prenosne funkcije je prikazan na primeru izpeljave
odziva sistema z eno prostostno stopnjo na katerega deluje vzbujevalna sila, v tem pri-
meru impulz, v poglavju 2.1.1. Izpeljava temelji na predpostavljenih začetnih pogojih
omenjenega sistema in sicer:
1. Pomik sistema pri času t = 0 je enak 0: x(t = 0) = 0 ,
2. Začetna hitrost sistema pri času t = 0 kot posledica impulza je: ẋ(t) = I
m
.
Odziv sistema x(t) na impulz oz. kakor jo imenujemo, impulzna prenosna funkcija g(t)
zavzame z uporabo navedenih začetnih pogojev sledečo obliko:
g(t) =
1
mω0D
e−δω0t sin(ω0Dt) (2.30)
ω0D predstavlja lastno frekvenco dušenega nihanja, katera je enaka:
ω0D =
√
1− δ2ω0. (2.31)
V primerih, ko je dušenje zelo majhno (δ << 1,
√
1− δ2 ≈ 1, se enačba 2.30 poenostavi
v obliko:
g(t) =
1
mω0D
e−δω0t sin(ω0t) (2.32)
Odziv sistema x(t) na enotski impulz je prikazan na sliki 2.6:
Slika 2.6: Odziv sistema na enotski impulz.
V splošnem se lahko impulz nahaja na poljubnem mestu časovne premice, zato lahko
zapišemo definicijo impulzne prenosne funkcije tudi malo drugače:
g(t− τ) = 1
mω0D
e−δω0(t−τ) sin(ω0(t− τ)) (2.33)
Ker obravnavamo linearni sistem, lahko upoštevamo princip superpozicije, kar pomeni,
da lahko odziv na poljubno ne-periodično vzbujevalno funkcijo zapišemo kot vsoto
odzivov na vrsto impulzov, kateri predstavljajo vzbujevalno funkcijo.
x(t) =
∑︂
τ
f(τ)g(t− τ)∆τ, t > τ (2.34)
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V zgornjem zapisu upoštevamo ∆τ −→ 0, kar pomeni da sumacijski index lahko za-
menjamo z integracijo:
x(t) =
∫︂ t
0
f(τ)g(t− τ)dτ, t > τ (2.35)
Zgornjo enačbo oz. integral imenujemo konvolucija oz. Duhamel -ov integral. Za
pridobitev celotnega odziva s konvolucijo lahko razširimo meje integracije na interval
−∞ < τ < ∞:
x(t) =
∫︂ ∞
−∞
f(τ)g(t− τ)dτ (2.36)
Konvolucijo poljubne ne-periodične vzbujevalne funkcije in impulzne prenosne funkcije
označimo tudi kot f(t) ∗ g(t):
x(t) = f(t) ∗ g(t) =
∫︂ ∞
−∞
f(τ)g(t− τ)dτ (2.37)
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2.1.4 Odziv sistema v frekvenčni domeni
Za potrebe obravnave tematike vibracijske poškodovanosti v frekvenčni domeni je po-
trebno določiti odziv sistema v frekvenčni domeni. Odziv sistema v frekvenčni domeni
pridobimo preko aplikacije Fourier -jeve transformacije konvolucijskega integrala, ki je
definiran v časovni domeni.
Fourier -jeva transformacija poljubne funkcije f(t) je definirana kot [10]:
F (ω) = F{f(t)} =
∫︂ +∞
−∞
f(t)e−iωtdt, (2.38)
kjer ω predstavlja lastno krožno frekvenco definirano kot:
ω = 2πf (2.39)
Z f je označena lastna naravna frekvenca.
Na tem mestu lahko definiramo tudi inverzno Fourier -jevo transformacijo, torej iz
frekvenčne v časovno domeno.
f(t) = F−1{F (ω)} = 1
2π
∫︂ +∞
−∞
F (ω)eiωtdt (2.40)
Zgornji enačbi imenujemo Fourier -jev integralni par.
Za pridobitev odziva sistema v frekvenčni domeni, uporabimo zgornjo enačbo 2.38,
katero apliciramo na obe funkciji f(t) in g(t), ki sta definirani v časovni domeni. S tem
pridobimo Fourier -jevi transformaciji obeh funkcij, torej F(ω) in G(ω). Na podoben
princip lahko sedaj definiramo tudi Fourier -jevo transformacijo konvolucije omenjenih
funkcij [10].
X(ω) = F{f(t) ∗ g(t)} = F (ω)G(ω) (2.41)
Pri transformaciji funkcije definirane v časovni domeni v frekvenčno domeno, je po-
trebno izpostaviti, da je frekvenčni spekter, ki ga zajema transformirana funkcija, zve-
zna funkcija frekvence ω. Posledično vrednosti F(ω) ponazarjajo amplitudo, katera je
zvezno porazdeljena po frekvenčnem spektru transformirane funkcije, torej ponazarjajo
enoto amplitude na frekvenčno enoto, kar imenujemo spektralna gostota.
16
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2.2 Vrednotenje poškodovanosti
V nadaljevanju so predstavljene osnove in metode vrednotenja poškodovanosti neke
dinamično obremenjene strukture v časovni in frekvenčni domeni. Vrednotenje
poškodovanosti v časovni domeni je predstavljeno za namen primerjave in lažjega ra-
zumevanja osnove vrednotenja poškodovanosti. Poškodovanost v časovni domeni je
predstavljena z uporabo Rainflow metode za štetje ciklov [5] in Miner -jevega pra-
vila za linearno kopičenje poškodb. Poudarek obravnave v tem tekstu je vrednote-
nje poškodovanosti v frekvenčni domeni, za oceno katere sta uporabljeni in predsta-
vljeni dve metodi, in sicer ozko-pasovna (Narrow-band ) [6] in široko-pasovna (Tovo-
Bennasciutti) metoda [7].
2.2.1 Vrednotenje poškodovanosti v časovni domeni
Osnova vrednotenja poškodovanosti v časovni domeni je določitev obremenjevalnih oz.
napetostnih ciklov, ki jih imenujemo tudi napetostni obrati, v zgodovini obremenjeva-
nja obravnavane strukture. Gre torej za pretvorbo napetostne zgodovine v zaporedje
napetostnih obratov, kateri torej povzročijo neko poškodbo v obremenjevani strukturi.
Za določitev napetostnih obratov uporabimo Rainflow metodo štetja ciklov, s pomočjo
katere identificiramo že omenjene napetostne obrate oz. njihove razpone amplitud in
število njihovih pojavljanj v zgodovino obremenjevanja.
Rainflow metoda štetja ciklov
Na tem mestu je predstavljen zgoraj omenjeni postopek metode štetja ciklov Rainflow.
Za potrebe razlage postopka sedaj definiramo neko zgodovino obremenjevanja s spre-
menljivo amplitudo obremenjevanja. Zgodovina obremenjevanja je za lažjo predstavo
prikazana v žagasti obliki na sliki 2.7.
Slika 2.7: Zgodovina obremenjevanja.
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Metoda Rainflow uporablja analogijo kapljanja vode po pobočjih zgodovine obreme-
njevanja. Postopek za določitev napetostnih obratov z uporabo metode Rainflow je
sledeč:
1. Zgodovino obremenjevanja razdelimo na zaporedje (nateznih) vrhov in (tlačnih)
dolin.
2. Za začetek obrnemo zgodovino obremenjevanja za 90 stopinj v smeri urinega
kazalca, tako da se začetek zgodovine oz. njeno izhodišče nahaja na vrhu.
3. Natezni vrhovi predstavljajo v skladu z analogijo kapljanja vode, njene izvore.
4. Za določitev polovičnih ciklov obremenjevanja, opazujemo tok vode oz. njegovo
prekinitev. Polovični cikel dobimo, ko voda:
– Doseže konec zgodovine obremenjevanja,
– Se združi s tokom, ki izvira iz prejšnjega vrha,
– Teče naprej, kadar ima nasproten vrh večjo magnitudo.
5. Prejšnji korak ponovimo za tlačne doline
6. Vsakemu polovičnemu ciklu določimo magnitudo glede na napetostno razliko med
njegovo začetno in končno točko.
7. Seštejemo polovične cikle z enakimi magnitudami in nasprotnimi smermi (pred-
znaki), da dobimo celotne cikle.
8. Vrh in dolina predstavljata napetostni obrat.
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Postopka za določitev napetostnih obratov sta shematsko prikazana na slikah 2.8 in
2.9.
Slika 2.8: Napetostni obrati - vrhovi.
Slika 2.9: Napetostni obrati - doline.
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Sedaj, ko je napetostna zgodovina transformirana v zaporedje napetostnih obratov,
lahko izračunamo poškodovanost, ki je posledica napetostne zgodovine. Za oceno
poškodovanosti uporabimo Miner -jevo pravilo linearnega kopičenja poškodb:
DRF =
M∑︂
i=1
ni
Ni
(2.42)
V zgornji enačbi za oceno poškodovanosti, je z M označeno število območij magni-
tud napetostnih obratov, ki so identificirani preko Rainflow metode. Število napeto-
stnih obratov posameznega območja magnitude je označeno z ni, Ni pa predstavlja
pričakovano število ciklov za določeno magnitudno območje napetosti oz. drugače
rečeno, predstavlja Ni pričakovano število ciklov, ki jih neka obremenjena struktura
prenese pri določenem napetostnem nivoju σi. Pričakovano število ciklov Ni je podano
preko Wöhler -jeve krivulje [11]:
σ = CNk, (2.43)
kjer C in k predstavljata utrujenostne materialne parametre, ki definirata Wöhler -jovo
krivuljo. Primer Wöhler -jeve krivulje je prikazan na sliki 2.10.
Slika 2.10: Wöhler-jeva krivulja.
Na podlagiWöhler -jeve krivulje lahko za neko napetostno območje σ izrazimo pričakovano
število ciklov Ni.
Ni =
k
√︃
σ
C
(2.44)
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2.2.2 Vrednotenje poškodovanosti v frekvenčni domeni
Za vrednotenje poškodovanosti v frekvenčni domeni poznamo več metod, izmed ka-
terih sta v nadaljevanju posebej izpostavljeni ozko-pasovna, ter široko-pasovna Tovo-
Bennasciutti metoda. Osnovo frekvenčnih števnih metod predstavlja gostota moči
napetostnega spektra [2]:
Sxx(ω) = X
∗(ω)X(ω), (2.45)
kjer je z X(ω) označena Fourier -jeva transformacija odziva sistema iz časovne v fre-
kvenčno domeno, X∗(ω) pa predstavlja njen konjugiran par.
Slika 2.11: Gostota moči napetostnega spektra Sxx(ω).
Osnovo vrednotenja poškodovanosti v frekvenčni domeni predstavljajo statistične la-
stnosti naključnih pojavov, katere lahko opredelimo preko spektralnih momentov go-
stote porazdelitve moči procesa in so definirani v nadaljevanju.
Ozko-pasovna metoda
Ozko-pasovna metoda upošteva le ožji pas spektra vzbujevalnih sil, širokega navadno
le 1/3 oktave ali manj [12]. Za ozko-pasovne procese lahko sklenemo, da vsak vrh
sovpada s ciklom, kar pomeni, da imajo amplitude ciklov Rayleigh-ovo porazdelitev.
Poškodovanost po metodi Narrow-band je definirana kot [2]:
DNB = ν0C
−1(
√
2m0)
kΓ(1 +
k
2
), (2.46)
kjer Γ(z) predstavlja Euler-Gamma funkcijo z argumentom z = (1+k/2), katere vre-
dnost lahko določimo preko sledečega integrala:
Γ(z) =
∫︂ ∞
0
tz−1e−tdt (2.47)
Veličina ν0 predstavlja pričakovano pozitivno intenziteto prehoda ničle definirana kot:
ν0 =
√︃
m2
m0
(2.48)
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Za določitev pričakovane pozitivne intenzitete pa potrebujemo še dva spektralna mo-
menta. Splošna oblika za izračun spektralnega momenta mi je:
mi =
∫︂ ∞
0
ωiGxx(ω)dω (2.49)
Gxx(ω) predstavlja eno-stransko gostoto spektralne moči procesa in je definirana le na
pozitivno pol-osi. Momenta m0 in m2 pa predstavljata varianco spremenljivke procesa
(v tem primeru je to odziv sistema) in varianco njenega odvoda.
m0 = σ
2
X m2 = σ
2
Ẋ
Utrujenostni materialni parametri pa so označeni s C in k.
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Tovo-Bennasciutti metoda
Metoda Tovo-Benasciutti velja za bolj splošno uporabno metodo v frekvenčni domeni,
saj upošteva tudi široko-pasovne procese [2]. Osnovo za oceno poškodovanosti po me-
todi Tovo-Bennasciutti predstavlja linearna kombinacija zgornje in spodnje meje in-
tenzitete utrujenostne poškodovanosti [7], ter ocena poškodovanosti po metodi Narrow-
band, pri kateri je potrebno za upoštevanje široko-pasovnih procesov zamenjati
pričakovano pozitivno intenziteto prehoda ničle ν0 s pričakovano frekvenco nastopa
vrhov νp. Pričakovana frekvenca nastopa vrhov νp je definirana kot:
νp =
√︃
m4
m2
(2.50)
Ocena poškodovanosti po metodi Tovo-Bennasciutti je definirana kot:
DTB = (b+ (1− b)αk−12 )α2DNB (2.51)
V zgornji enačbi za oceno poškodovanosti po metodi Tovo-Bennasciutti se pojavi
oznaka α2, ki predstavlja spektralno širino procesa. V tem primeru predstavlja α2
negativ korelacije med spremenljivko procesa in njegovim drugim odvodom. Spek-
tralna širina procesa zavzame vrednosti od 0 do 1. Bolj kot je vrednost tega parametra
blizu 1, ožji je proces v frekvenčni domeni in obratno. V splošnem je spektralna širina
definirana kot:
αi =
mi√
m0m2i
(2.52)
Koeficient b aproksimiramo numerično glede na meritve eksperimenta oz. simulacijo
in je v splošnem sicer neznan.
b = min{α1 − α2
1− α1
, 1} (2.53)
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3 Zadnje raziskave na področju vi-
bracijske poškodovanosti pri udarnem
vzbujanju
Teoretične osnove predstavljene v prejšnjem poglavju, postavljajo osnovo potrebno za
postavitev matematičnega modela vrednotenja poškodovanosti pri udarnem vzbujanju.
Matematični model služi primerjavi z analizo eksperimentalnih rezultatov, preko katere
ovrednotimo postavljen analitični model. Izpeljava matematičnega modela in tudi
eksperimentalna analiza temeljita na raziskavi vibracijskega utrujanja pri pol-sinusnem
impulznem vzbujanju v časovni ter frekvenčni domeni [13].
V nadaljevanju so na kratko definirane pomembnejše predpostavke, katere omogočajo
vrednotenje vibracijske poškodovanosti v časovni ter frekvenčni domeni.
3.1 Predpostavke
Kot že omenjeno je analiza v frekvenčni domeni možna le ob predpostavkah, da obrav-
navamo sistem, ki izkazuje linearnost, stacionarnost, ter izkazuje normalno po-
razdelitev spremenljivke sistema.
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3.1.1 Linearnost
Linearnost je idealizacija, ki predstavlja lastnost sistema, katera obravnava linearne
veličine in ohranja matematični operaciji seštevanja in skaliranja oz. množenja. Pona-
zorimo jo lahko kot nek preprost input-output sistem, kjer x(t) predstavlja input oz.
vhod v sistem, y(t) pa predstavlja output oz. izhod sistema, a pa predstavlja neko
poljubno konstanto. Sistem vhod -izhod je prikazan na sliki 3.1.
Slika 3.1: Sistem vhod-izhod.
Seštevanje
Za seštevanje velja, da lahko na vhodu v sistem šeštejemo”dva ali več poljubnih vho-
dov, posledično na izhodu sistema dobimo vsoto izhodov pripadajočim vhodom.
Slika 3.2: Pravilo seštevanja.
Skaliranje
Za skaliranje oz. množenje velja, da v primeru množenja vhoda sistema z neko po-
ljubno konstanto, dobimo izhod prav tako množen z enako poljubno konstanto.
Slika 3.3: Pravilo skaliranja.
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Zgoraj omenjeni lastnosti lahko združimo v pojem oz. lastnost superpozicije sistema,
kjer indeksirani konstanti a predstavljata neki poljubni konstanti. Za superpozicijo to-
rej veljata obe zgoraj definirani lastnosti in je lastnost linearnih sistemov.
Slika 3.4: Superpozicija linearnih sistemov.
3.1.2 Stacionarnost
V splošnem so statistične lastnosti procesov časovno odvisne, kar pa za namen po-
splošitve zanemarimo oz. predpostavimo, da so statistične lastnosti omenjenih proce-
sov časovno neodvisne. Za tak posplošen proces torej velja, da se nahaja v ustaljenem
stanju in je neodvisen od časovnega premika:
– p(x, t) = p(x) → srednja vrednost µx(t) = µx in standardna deviacija procesa σ2x(t)
= σ2x sta konstantni
– p(x1, t1; x2, t2) = p(x1, t1 + T; x2, t2 + T) → p(x1,t1;x2,t2) je tako odvisna le od
časovne razlike (t2 - t1) in ni eksplicitno odvisna od posameznih časov t1 in t2
– p(x1,t1;x2,t2;...;xk,tk) = p(x1,t1 + T;x2,t2 + T;...;xk,tk + T) velja za vse indekse k
3.1.3 Normalna porazdelitev
Normalna oz. Gaussova porazdelitev verjetnosti predstavlja primer obravnavanja neke
naključne spremenljivke, katera izkazuje lastnosti omenjene normalne porazdelitve in
je popolnoma opisan z dvema parametroma:
– srednja vrednost naključne spremenljivke µx
– standardna deviacija procesa σ2x
V primeru, ko je µx = 0 in σ
2
x = 1 lahko porazdelitev imenujemo tudi standardna
normalna porazdelitev.
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Slika 3.5: Standardna normalna porazdelitev.
Uporabnost normalne porazdelitve pa se izkaže v lastnosti, ki jo imenujemo Centralni
limitni teorem. Omenjena lastnost obravnava primer neodvnisnih naključnih spremen-
ljivk npr. X1, X2, ..., Xn, od katerih ima vsaka svojo verjetnostno porazdelitev. V tem
primeru izkazuje vsota naključnih spremenljivk, Sn =
∑︁n
k=1 Xk, normalno porazdeli-
tev, z večanjem števila n, neodvisno od posameznih porazdelitev verjetnosti naključnih
spremenljivk Xk.
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3.2 Poškodovanost pri pol-sinusnem udarnem vzbu-
janju
V nadaljevanju je predstavljena izpeljava analitičnih izrazov za vrednotenje poškodb
v časovni in frekvenčni domeni. Potrebne teoretične osnove za izpeljavo analitičnega
matematičnega model v časovni in frekvenčni domeni so predstavljene v poglavju Teore-
tične osnove. Za namen analitične izpeljave je uporabljena pol-sinusna oblika udarnega
signala. Poleg tega so predstavljeni tudi rezultati raziskave na področju vibracijskega
utrujanja [13], kateri prikazujejo primerjavo statističnih parametrov analitičnih in eks-
perimentalno pridobljenih vrednosti. Preko primerjave analitičnih in eksperimentalno
pridobljenih statističnih vrednosti, lahko ovrednotimo veljavnost izpeljanih matema-
tičnih izrazov za vrednotenje vibracijske poškodovanosti v časovni in frekvenčni domeni.
Izpeljava analitičnega modela in primerjava temeljita na delu [13].
Pol-sinusni udarni signal, t.i. impulz, je v časovni domeni definiran kot:
fs/2(t) = A (Θ(t) − Θ(t− τ)) sin(ω0t), (3.1)
kjer je z τ označena dolžina trajanja pol-sinusnega impulza, A predstavlja amplitudo
impulza, ω0 lastna frekvenca, s Θ(t) pa označimo Heaviside koračno funkcijo. Potrebno
je izpostaviti, da v primeru, ko je dolžina impulznega signala predolga, obstaja verje-
tnost, da lasten odziv pri ω0 ne bo vzbujen. Iz tega razloga moramo definirati, da sta
dolžina impulza τ in lastna frekvenca ω0 medsebojno odvisni.
ω0 =
π
aτ
, (3.2)
a predstavlja neko konstanto za katero velja a > 1.
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3.2.1 Vibracijska poškodovanost v časovni domeni
Vibracijsko poškodovanost v časovni domeni vrednotimo preko t.i. Rainflow metode, ki
je podrobneje opisana v prejšnih poglavjih. Ker obravnavamo sistem z eno prostostno
stopnjo in je njegov kinematski odziv x(t) na impulzno vzbujanje determinističen, kar
pomeni, da ga lahko analitično popišemo, lahko posledično definiramo obremenjevalni
cikel oz. obrat χ kot absolutno vrednost razlike med sosednjimi ekstremi odziva. Za
izpeljavo analitičnega modela je potrebno rešiti konvolucijski integral preko katerega
določimo odziv sistema x(t). Odzivu sistema x(t) je nato potrebno določiti analitični
izraz za popis ekstremov odziva, s pomočjo katerih definiramo obremenjevalne cikle
χ. Postopek izpeljave analitičnega izraza za obremenjevalni cikel χ je predstavljen
v nadaljevanju. Za določitev napetostnega σ(t) na podlagi kinematskega odziva x(t)
uporabimo povezavo preko skalirnega koeficienta kσ, posledično lahko definiramo na-
petostni odziv z izrazom:
σ(t) = kσx(t) (3.3)
Z uporabo Rainflow metode lahko tako določimo število obremenjevalnih ciklov χ
glede na določene napetostne nivoje Ni. Za končno definicijo izraza za vibracijsko
poškodovanost uporabimo Minerjevo pravilo akumulacije poškodb (2.42).
Pol-sinusno udarno vzbujanje
Za določitev odziva sistema na udarno vzbujanje uporabimo konvolucijski integral med
vzbujevalno fs/2 in impulzno prenosno funkcijo g(t):
x(t) = fs/2(t) ∗ g(t) (3.4)
Ker imata odziv sistema x(t) in impulzna prenosna funkcija g(t) enako frekvenco in
stopnjo upadanja, lahko za določitev ekstremov odziva uporabimo kar impulzno pre-
nosno funkcijo. V tem primeru je potrebno impulzno prenosno funkcijo skalirati, da
dobimo ustrezno amplitudo odziva določenega z uporabo konvolucije. Analitičen izraz
za ekstreme odziva:
pn = Acg(
n(2n− 1)T0
4
), n = 1, 2, 3, ... (3.5)
kjer Ac predstavlja amplitudo odziva oz. skalirni faktor, T0 pa periodo odziva.
T0 = 2π/ω0 (3.6)
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Slika 3.6 prikazuje impulzno prenosno funkcijo sistema, ter njene ekstreme pn.
Slika 3.6: Ekstremi odziva sistema.
Amplitudo odziva Ac definiranega s konvolucijo, določimo z uporabo prvega odvoda
odziva sistema in določitvijo njegovega maksimuma.
dx(t)
dt
= 0 (3.7)
Z rešitvijo zgornje enačbe lahko sedaj izrazimo čas pri katerem se zgodi prvi maksimum
odziva t0:
t0 =
cos−1(
(a2+1)δ+e
πδ
a ((a2+1)δ cos(π
a
)−(a2−1) sin(π
a
)√︂
(a2−1)2(e
2πδ
a +2e
πδ
a cos(π
a
)+1)
)
ω0
(3.8)
Preko tega lahko sedaj določimo izraz, ki določa vrednost amplitude Ac pri času t0:
Ac =
Ae(e
πδ
a w + (a2 − 1) sin(t0ω0) + 2δ cos(t0ω0))
(a2 − 1)2ω20
, (3.9)
kjer je Ae definiran kot:
Ae = aAe
δ(−t0)ω0 , (3.10)
w pa kot:
w = 2δ cos(
π
a
− t0ω0)− (a2 − 1) sin(
π
a
− t0ω0) (3.11)
Z znano amplitudo odziva lahko sedaj definiramo obremenitvene cikle, preko katerih
z uporabo Rainflow metode določimo delež poškodbe udarnega vzbujanja. Obremeni-
tveni cikel ali drugače tudi obrat predstavlja amplituda med sosednjima ekstremoma
odziva sistema:
χn = (−1)n+1pn+1 + (−1)npn, n = 1, 2, 3, ... (3.12)
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Z uporabo enačbe (3.5), enačba (3.12) zavzame obliko:
χn = Ac(−1)ne−2πδn(e
1
2
πδ(2n−1) + e
1
2
πδ(2n+1)) cos(πn) (3.13)
Če upoštevamo, da je n celo število:
χn = 2Ac cosh(
πδ
2
)eπδ(−n) (3.14)
Prvi obremenjevalni cikel χ0 poteka od 0 do amplitude prvega maksimuma Ac:
χ0 = Ac
e−
1
2
(πδ)
2
(3.15)
Z uporabo enačb (3.14) in (3.15), ter Minerjevega pravila akumulacije poškodb (2.42)
lahko zapišemo enačbo, ki definira poškodbo impulza DR:
DR = (
χ0
2C
)k +
∞∑︂
n=1
(
χn
2C
)k (3.16)
V enačbi za poškodovanost z uporabo Minerjevega pravila predstavljata k in C utru-
jenostna parametra, ki definirata Wöhler-jevo krivuljo.
Odziv sistema z eno prostostno stopnjo na impulzno vzbujanje limitira proti 0,
limn−→∞ χn = 0, lahko uporabimo Cauchy-jev kriterij konvergence, ki pravi, da za vsak
ϵ > 0 obstaja par števil k > n za katerega velja:
|
r∑︂
j=n+1
χn| = |χn+1 + χn+1 + ...+ χr| < ϵ (3.17)
Ker je Cauchy-jevemu kriteriju zadoščeno, lahko upoštevamo, da je vsota enačbe (3.16)
končna:
∞∑︂
n=1
(
χn
2C
)k =
∞∑︂
n=1
(
(−1)n+1pn+1 + (−1)npn
2C
)k =
(Ace
− 12 (3πδ) cosh(πδ/2)(eπδ+1)
Cω0
)k
1− (e−πδ)k
(3.18)
Z upoštevanjem enačb (3.5) in (3.12), ter majhnega dušenja δ << 1 (cosh(πδ/2) ≈ 1):
DR = (
Ace
− 1
2
(πδ)
Cω0
)k +
(Ace
− 12 (3πδ)(eπδ+1)
Cω0
)k
1− (e−πδ)k
(3.19)
Zgornja enačba (3.19) predstavlja analitičen izraz za akumulirano poškodbo, ki jo pov-
zroči impulz na sistem z eno prostostno stopnjo.
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3.2.2 Vibracijska poškodovanost v frekvenčni domeni
Osnovo vrednotenja vibracijske poškodovanosti v frekvenčni domeni predstavlja gostota
močnostnega spektra Sxx(ω) [13]:
Sxx(ω) = X
∗(ω)X(ω) = (F (ω)G(ω))∗(F (ω)G(ω)), (3.20)
kjer X(ω) predstavlja odziv sistema v frekvenčni domeni, katerega transformiramo
z uporabo Fourier -jeve transformacije [10] odziva sistema z uporabo enačbe (2.41),
X∗(ω) pa predstavlja njen konjugiran par. Gostota močnostnega spektra predstavlja
porazdelitev amplitud odziva po frekvenčnem spektru.
Teoretične osnove potrebne za izpeljavo izraza za poškodovanost v frekvenčni domeni
so predstavljene v poglavju (2.2.2), tu pa je predstavljen postopek izpeljave izraza za
poškodovanost.
Za določitev odziva v frekvenčni domeni je potrebno v frekvenčno domeno transfor-
mirati odziv sistema, ki je definiran preko Fourier -jeve transformacije pol-sinusnega
vzbujevalnega impulza Fs/2(r) in impulzne prenosne funkcije G(r), ki sta normirana
glede na lastno frekvenco sistema ω0, posledično ju lahko zapišemo v odvisnosti od
razmerja r = ω/ω0.
X(ω) = Fs/2(r)G(r)
Fs/2(r) =
Af (1 + e
2iπ2r)
1− 4π2r2
, (3.21)
Af predstavlja maksimalno amplitudo impulznega spektra in je odvisna od amplitude
impulza A, ter njegove dolžine.
G(r) =
1/kv
−r2 + 2iδr + 1
, (3.22)
kjer kv = ω
2
0m predstavlja togost sistema.
Sedaj lahko preko zgornjih izrazov definiramo odziv sistema v frekvenčni domeni in po-
sledično njegovo gostoto močnostnega spektra Sxx(ω). Frekvenčne števne metode upo-
rabljajo spektralne momente (2.49) gostote močnostnega spektra za določitev poškodb.
Z uporabo enačbe (2.49), ob predpostavki majhnega dušenja δ ≪ 1, določimo naslednje
spektralne momente, ki so potrebni za določitev poškodovanosti v frekvenčni domeni:
m0 =
A2
2m2a2(δ3 + δ)ω50
(3.23)
m1 ≈
A2(π − 2 tan−1(δ))
π2a2δω40m
2
(3.24)
m2 ≈
A2
2π2a2δω30m
2
(3.25)
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m4 ≈
A2(−6δ2 tan−1(2πa
δ
) + 8πaδ + 2 tan−1(2πa
δ
))
8π5a2δω0m2
(3.26)
Spektralne momente m0, m1 in m2 definirajo poškodovanost po metodi Narrow-band :
DNB =
2k−1Γ(1
2
+ 1)δ−
k
2ω
1− 5k
2
0
am
A
−k
πCk
. (3.27)
Na podlagi definicije poškodovanosti v frekvenčni domeni po Narrow-band metodi,
lahko definiramo življensko dobo, ki je definirana kot inverz poškodovanosti:
LNB =
1
DNB
. (3.28)
V nadaljevanju je predstavljena primerjava numerično in analitično pridobljenih vre-
dnosti spektralnih momentov, v odvisnosti od faktorja dušenja δ pri konstantni vre-
dnosti lastne frekvence sistema ω0 = 1, ter v odvisnosti od lastne frekvence sistema ω0
pri konstantni vrednosti faktorja dušenja δ = 0.01.
Preglednica 3.1: Primerjava numerično in analitično pridobljenih spektralnih momen-
tov pri ω0 = 1 [13].
δ m0,Num/m0 m1,Num/m1 m2,Num/m2 m4,Num/m4
0.001 0.9794 0.9791 0.9789 0.0788
0.01 1.0000 1.0000 1.0010 1.0013
0.1 1.0000 1.0004 1.0103 1.0060
Preglednica 3.2: Primerjava numerično in analitično pridobljenih spektralnih momen-
tov pri δ = 0.01 [13].
ω0 m0,Num/m0 m1,Num/m1 m2,Num/m2 m4,Num/m4
10 1.0000 1.0000 1.0010 1.0013
100 1.0000 1.0000 1.0010 1.0013
1000 1.0000 1.0000 1.0010 1.0013
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V nadaljevanju je predstavljena implementacija znanstvenih dognanj na področju vi-
bracijske poškodovanosti, ter eksperiment, preko katerega vrednotimo postavljen anali-
tične modele vibracijske poškodovanosti v časovni, ter frekvenčni domeni. Eksperiment
je razdeljen na dva dela in sicer na kalibracijski del, ter na impulzno vzbujanje vzorca.
Preko kalibracijskega dela definiramo koeficient kσ, s katerim transformiramo kine-
matski odziv sistema x(t) v napetostni odziv, na katerega je nato aplicirana teorija
vibracijske poškodovanosti. Kinematski oz. napetostni odziv sistema pridobimo preko
drugega dela eksperimenta - vibracijsko vzbujanje. Predstavljena je tudi teorija na-
menjena dinamski obravnavi eksperimenta. Kot posledica postavitve eksperimenta in
specifičnega vpetja, ter vzbujanja testiranega vzorca, obravnavamo sistem z dvema
prostotnima stopnjama. Dinamski odziv sistema oz. vzorca obvladujemo s pomočjo
omenjene teorije.
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4.1 Implementacija znanstvenih dognanj
Na podlagi teorij vibracijske poškodovanosti v časovni in frekvenčni domeni predstavlje-
nih v prejšnjih poglavjih, so bili izpeljani analitični izrazi za vrednotenje poškodovanosti
impulznega vzbujanja po metodi Rainflow v časovni domeni, ter po metodah Narrow-
band in Tovo-Bennasciutti. Postopek izpeljave izrazov je predstavljen v prejšnjem
poglavju.
Poleg izpeljave analitičnih izrazov je bila izvedena analiza eksperimentalnih podatkov
pridobljenih preko eksperimenta, pri katerem je nek vzorec oz. testirani element pri-
trjen na stresalnik, ki nato ta vzorec vzbuja z impulzi. Eksperiment beleži relativne
pomike med zaznavali postavljenimi na različnih mestih vzorca, preko katerih je do-
ločen odziv sistema na vzbujanje. Na pridobljene podatke je nato aplicirana teorija za
vrednotenje poškodovanosti v časovni in frekvenčni domeni. Analiza eksperimentalno
pridobljenih podatkov je izvedena v programskem jeziku Python, potek je priložen kot
dodatek v poglavju Priloga A - Vibracijska poškodovanost .
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4.2 Opis eksperimenta
Za eksperiment je bil uporabljen standarden Y-vzorec. Material vzorca je aluminij, s
sledečimi materialnimi lastnostmi:
– Modul elastičnosti E = 75 GPa,
– Gostota ρ = 2780 kg/m3,
tekom eksperimenta je določen tudi koeficient kσ, ki definira relacijo med deformacij-
skim in napetostnim stanjem testiranega vzorca. Koeficient kσ je odvisen od materiala
vzorca in njegovih lastnosti.
Na zgornji roki Y-vzorca sta nameščeni uteži mase m, preko vrednosti katerih lahko
spreminjamo vrednosti lastnih frekvenc opazovanega sistema - Y vzorca. Posledično
lahko na ta način opazujemo širši spekter odziva testiranega vzorca. Testirani vzorec
je vpet v elektrodinamski vzbujevalnik oz. stresalnik, preko katerega impulzno/udarno
vzbujamo opazovani vzorec z utežmi. Spodnja slika prikazuje vpetje vzorca v stresalnik
in sam Y-vzorec z nameščenimi utežmi.
Slika 4.1: Standarden Y vzorec.
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Na vzorec sta nameščena dva merilna lističa, katera merita specifično deformacijo
vzorca med vzbujanjem. Merilna lističa sta nameščena na mesti, kjer so pričakovane
najvišje napetosti za specifično lastno obliko vzbujanega vzorca in sicer na mesto med
zgornjo roko vzorca in njegovo steblo, ki je vpeto v stresalnik. Drugi merilni listič je
nameščen med zgornji roki vzorca, kot je prikazano na sliki 4.1.
Za namen eksperimenta sta bila uporabljena tudi dva pospeškomera, preko katerih
opazujemo deformacijo vzorca oz. relativni pomik med pospeškomeroma tekom ekspe-
rimenta. Za opazovanje relativnega pomika med pospeškomeroma, namestimo prvega
ob vznožje oz. steblo Y-vzorca na t.i. armaturo stresalnika kamor je vzorec vpet in
drugega na eno od zgornjih rok vzorca.
Sam eksperiment je sicer razdeljen na dva dela in sicer:
1. kalibracija eksperimenta,
2. vibracijsko utrujanje vzorca.
Namen kalibracije eksperimenta je določitev koeficienta kσ, kateri podaja povezavo
med relativnimi pomiki pospeškomerov in napetostnim odzivom vzbujanega Y-vzorca,
osnova česar je opisana v [14]. Napetostni odziv vzbujanega vzorca lahko določimo
tako, da kinematičen odziv pospeškomerov oz. relativne razlike med pospeškomeroma
množimo s skalarnim koeficientom kσ [13].
σ(t) = kσx(t) (4.1)
Koeficient kσ je določen eksperimentalno.
Oba dela eksperimenta sta podrobneje obravnavana v nadaljevanju.
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4.3 Postavitev eksperimenta
Postavljen model Vibracijskega utrujanja je bil validiran preko izvedbe eksperimenta,
katerega merilna veriga je prikazana na sliki 4.2. Preko merilne kartice za generacijo
signala generiramo željen vzbujevalni signal, ki ga nato preko ojačevalnika signala po-
sredujemo elektrodinamskemu vzbujevalniku - stresalnik. Pri prvem delu eksperimenta
zajemamo podatke o deformaciji testiranega vzorca preko merilnih lističev, pri drugem
delu pa zajemamo podatke o relativnem pomiku med pospeškomeroma nameščenima
na vzorcu in armaturi stresalnika. Zajete podatke nato preko šasije merilnih kartic
posredujemo na računalnik, kjer so zajeti podatki zapisani in analizirani s programom
LabView. Dejanska postavitev eksperimenta je prikazana na sliki 4.3.
Slika 4.2: Blokovni diagram eksperimenta.
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Slika 4.3: Postavitev eksperimenta.
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4.3.1 Sistem z dvema prostostnima stopnjama
Zaradi načina vzbujanja opazovanega Y-vzorca v armaturo stresalnika, je potrebno
opazovani sistem obravnavati kot sistem z dvema prostostnima stopnjama. Upoštevati
moramo dejstvo, da stresalnik vzbuja vzorec s silo, torej gre v tem primeru za vsiljeno
nihanje sistema - vzorca. Spodnja slika 4.4 shematsko prikazuje obravnavani sistem z
dvema prostostnima stopnjama. Masa ma predstavlja maso armature stresalnika, ka-
tera je povezana s togim telesom preko šibkih vzmeti, katere lahko zanemarimo. Masa
mv pa predstavlja maso vzorca z utežmi. Togost k definira togost rok vzorca. Oznaki
xv(t) in xa(t) predstavljata opazovani koordinati nihanja vzorca in armature, F(t) pa
vzbujevalno silo, ki jo generira stresalnik.
Slika 4.4: Kinematični model sistema z dvema prostostnima stopnjama.
Preko rešitve diferencialne gibalne enačbe opazovanega sistema z dvema prostostnima
stopnjama lahko ugotovimo vpliv mase armature stresalnika na kinematičen odziv
vzorca na dinamično vzbujanje stresalnika. Gibalna enačba zavzame sledečo obliko [8]:
[M ]ẍ(t) + [K]x(t) = f(t), (4.2)
kjer [M] in [K] predstavljata masno oz. togostno matriko sistema, f(t) predstavlja
vektor vzbujevalnih sil, x(t) vektor pomikov, ẍ(t) pa vektor pospeškov sistemovih pro-
stostnih stopenj.
Enačbo (4.2) zapišemo v matrični obliki:
[︃
ms 0
0 ma
]︃(︃
ẍv
ẍa
)︃
+
[︃
k −k
−k k
]︃(︃
xv
xa
)︃
=
(︃
0
F(t)
)︃
(4.3)
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Za rešitev enačbe (4.2) uporabimo naslednji nastavek:
x(t) = X sin(ω0t), (4.4)
in njegov drugi odvod:
ẍ(t) = −Xω20 sin(ω0t) (4.5)
Enačba (4.2) tako zavzame obliko:
([K]− ω20[M])X sin(ω0t) = 0 (4.6)
ČlenK-ω20M predstavlja dinamično matriko sistema, A. Zanima nas netrivialna rešitev
sistema, katero dobimo preko rešitve determinante matrike A.
det(A) = det
[︃
k −msω20 −k
−k k −maω20
]︃
= 0 (4.7)
Rešitev determinante matrikeA nam poda karakteristično enačbo sistema, preko katere
lahko določimo lastne frekvence obravnavanega sistema:
ω20(ω0mams − (ma +ms)k) = 0 (4.8)
Z rešitvijo karakteristične enačbe (4.8) dobimo vrednosti lastnih frekvenc sistema, ki
so v tem primeru:
ω0,1 = 0, (4.9)
ω0,2 =
√
k
√
ms +ma√
ms
√
ma
(4.10)
Z uporabo enačbe (4.6) lahko sedaj določimo tudi razmerje med amplitudami prosto-
stnih stopenj za pripadajoči lastni frekvenci sistema:
X1 =
(︃
1
1
)︃
, (4.11)
X2 =
(︃
−ma
ms
1
)︃
(4.12)
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Vektorje razmerij med amplitudami imenujemo tudi lastne oblike sistema. Lahko jih
združimo v matrični zapis in tako tvorimo matriko, ki jo imenujemo modalna matrika
sistema:
Φ = (X1, X2) (4.13)
Modalna matrika opazovanega sistema predstavlja urejen zapis lastnih vektorjev. V
tem primeru je enaka:
Φ =
(︃
1 −ma
ms
1 1
)︃
(4.14)
Sedaj, ko smo definirali modalno matriko sistema, lahko uvedemo modalno transfor-
macijo opazovanih koordinat. Z modalno transformacijo prevedemo sistem enačb, kjer
so koordinate v posamezni enačbi medsebojno odvisne, na sistem enačb kjer je po-
samezna koordinata neodvisna od ostalih - nevezan sistem. Transformacijo izvedemo
preko uporabe sledečega nastavka:
{x(t)} = [Φ]{q(t)} (4.15)
in njegovega drugega odvoda:
{ẍ(t)} = [Φ]{q̈(t)}, (4.16)
kjer je z q(t) označena generalizirana oz. modalna koordinata, q̈(t) pa označuje drugi
odvod generalizirane koordinate oz. pospešek.
Nastavek in njegov drugi odvod sedaj uvedemo v enačbo (4.2) in izvedemo transfor-
macijo. Enačba (4.2) je sedaj enaka:
[M ][Φ]{q̈(t)}+ [K][Φ]{q(t)} = {f(t)} (4.17)
oz.[︃
1 0
0 1
]︃(︃
q̈1
q̈2
)︃
+
[︃
ω20,1 0
0 ω20,2
]︃(︃
q1
q2
)︃
=
(︃
F(t)
F(t)
)︃
(4.18)
Gibalna enačba pomembnejše modalne koordinate q2(t) je tako enaka:
q̈2 + 2ξ2ω0,2q̇2 + ω
2
0,2q2 = F (t) (4.19)
Koordinate x(t) lahko izrazimo preko modalnih koordinat na sledeč način:
{x(t)} =
(︃
xs
xa
)︃
= [Φ]{q} =
[︃
1 −ma
ms
1 1
]︃(︃
q1
q2
)︃
=
(︃
q1 − mams q2
q1 + q2
)︃
(4.20)
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4.4 Potek eksperimenta
Kot omenjeno je eksperiment razdeljen na dva dela in sicer na kalibracijski del, ter
vibracijsko utrujanje vzorca. Namen kalibracijskega dela eksperimenta je določitev
skalarnega koeficienta kσ, katerega nato uporabimo v enačbi (4.1), preko katere nato
določimo napetostni odziv vzorca v drugem delu eksperimenta. V nadaljevanju so
podrobneje predstavljeni koraki obeh delov eksperimenta.
4.4.1 Kalibracija
Določitev koeficienta kσ je izvedena s pomočjo deformacijskih merilnih lističev na-
meščenih na Y-vzorcu.
1. S pomočjo programske opreme LabView generiramo vzbujevalni signal sinusne
oblike. Vzbujevalni signal nato preko merilne kartice NI 9263 in ojačevalca
signala posredujemo elektrodinamskemu vzbujevalniku, kateri nato vzbuja nanj
vpeti vzorec.
2. Zaradi generiranega vzbujanja, vzbujani vzorec sedaj niha s specifično lastno
obliko. Posledično z vzorcem nihata tudi pospeškomera, katera sta nameščena
nanj in na armaturo stresalnika. Pospeškomera nato posredujeta podatke o po-
speških računalniku, kjer so zajeti podatki analizirani, preko merilne kartice NI
9234. Za določitev napetostnega odziva vzorca med vzbujanjem je potrebno za-
jete podatke pospeškomerov pretvoriti v pomike oz. relativno razliko pomikov.
Uporabimo povezavo med veličinami - pospešek a(t) predstavlja drugi odvod
pomika x(t) oz. a(t) = ẍ(t), torej:
x(t) =
∫︂∫︂
ẍ(t)dt =
∫︂∫︂
a(t)dt. (4.21)
Preko enačbe (4.20), lahko sedaj definiramo relativno razliko med pomikoma
pospeškomerov ob nihanju vzbujanega vzorca.
∆x(t) = xv − xa = −q2 −
ma
ms
q2 (4.22)
3. Tekom nihanja vzbujanega vzorca, slednji izkazuje neko deformacijo, katera je po-
sledica nihanja s specifično lastno obliko. Deformacijo vzorca merimo z uporabo
merilnih lističev, ki so nanj nameščeni. Podatke o deformaciji merilnih lističev
posredujemo računalniku preko merilne kartice NI 9237, ki te podatke zapisuje
in analizira.
4. Sedaj, ko poznamo dejansko deformacijo vzorca εdej(t), relativne pomike po-
speškomerov na vzorcu ∆x(t) in elastični modul materiala vzorca E, lahko do-
ločimo koeficient kσ. Uporabimo tudi enačbo linearno elastičnega materiala:
σ(t) = Eε(t). (4.23)
44
Eksperimentalna raziskava
Postopek določitve koeficienta kσ je sledeč:
σ(t) = Eε(t),
uporabimo še enačbo (4.1), torej:
kσ∆x(t) = Eεdej(t).
Sedaj lahko izrazimo koeficient kσ:
kσ =
Eεdej(t)
∆x(t)
(4.24)
4.4.2 Vibracijsko utrujanje
Drugi del eksperimenta obsega vibracijsko utrujanje vzorca, pri katerem dinamično
vzbujamo vzorec, ob tem pa beležimo napetostni odziv vzorca na podlagi definiranega
modela (4.1).
1. Podobno kot pri prvem delu eksperimenta, generiramo vzbujevalni impulz, ki
se določen čas ponavlja v zanki in posledično vibracijsko obremenjuje opazovan
vzorec. Vzbujanje je posredovano stresalniku preko merilne kartice NI 9263 in
ojačevalnika signala.
2. Pri vibracijskem utrujanju beležimo pospeške, ki jih izkazujejo pospeškomeri na
vzorcu in jih pretvorimo v pomike, da dobimo relativno razliko pomikov med
njimi ∆x(t):
∆x(t) =
∫︂∫︂
ẍv(t)dt−
∫︂∫︂
ẍa(t)dt
3. Sedaj lahko določimo napetostni odziv vzorca glede na konstitutivni zakon oz.
enačbo (4.1).
4. Pridobljene podatke o napetostni zgodovini zapišemo v datoteko.
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4.5 Parametri eksperimenta
Vibracijsko utrujanje vzorca je bilo izvedeno za različne vrednosti parametrov ekspe-
rimenta, v nadaljevanju so predstavljeni pomembnejši parametri:
– Vzbujevalna frekvenca impulzov je enaka 2 impulzoma na sekundo ⇒ 2 Hz
– Pred začetkom naslednjega impulza, mora biti odziv na prejšnji impulz manjši od
0,1 % maksimalnega odziva
– Trajanje posameznega impulza je določeno tako, da je spekter gostote moči impulza
približno linearen v okolici lastne frekvence sistema
V sklopu eksperimenta je bilo testiranih več vzorcev, vsak pri konstantni amplitudi
vzbujanja.
4.6 Elementi eksperimentalne verige
4.6.1 Stresalnik LDS V555
Elektromagnetni stresalnik LDS V555, je primeren za uporabo pri udarnem in vi-
bracijskem testiranju. Omogoča poljubno sinusno, naključno in impulzno delovanje.
Dovoljena masa testiranega vzorca znaša 25 kg. Največja dovoljena sila pri sinusnem
vzbujanju znaša 940 N, ter 636 N pri naključnem vzbujanju. Maksimalen pomik, ki ga
stresalnik omogoča znaša 25,4 mm. Stresalnik ima širokopasovno frekvenčno uporabno
območje delovanja od 5 do 6300 Hz. Prikazan je na sliki 4.5.
Slika 4.5: Stresalnik LDS V555.
46
Eksperimentalna raziskava
4.6.2 Pospeškomer B&K 4517-002
Pospeškomer B&K 4517-002 je piezoelektrični pospeškomer s stranskim priklopom.
Njegovo uporabno frekvenčno območje obsega frekvence do 20 kHz. Občutljivost po-
speškomera znaša 1.02 mV/ms−2. Prikazan je na sliki 4.6
Slika 4.6: Pospeškomer B&K 4517-002.
4.6.3 Merilna kartica NI 9234
Merilna kartica NI 9234 omogoča zajemanje podatkov na 4-ih kanalih. Frekvenca
vzorčenja posameznega kanala znaša 51.2 kHz, pri 24-bitni ločljivosti. Njemo merilno
območje znaša± 5 V. Preko merilne kartice NI 9234 zajemamo podatke pospeškomerov.
Prikazana je na sliki 4.7.
Slika 4.7: Merilna kartica NI 9234.
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4.6.4 Merilna kartica NI 9237
Merilna kartica NI 9237 na sliki 4.8 omogoča 4-kanalno zajemanje podatkov senzorjev,
ki temeljijo na mostični vezavi - Wheatstone-ov mostiček. Možno je sočasno zajemanje
podatkov na vseh 4 kanalih. Frekvenca vzorčenja posameznega kanala je enaka 50 kHz.
Vhodno območje merilne kartice je enako ± 25 mV/V, pri 24-bitni ločljivosti.
Slika 4.8: Merilna kartica NI 9237.
4.6.5 Merilna kartica NI 9263
Merilna kartica NI 9263 predstavlja 4-kanalen modul analognega izhoda. Frekvenca
vzorčenja posameznega kanala znaša 100 kHz. Vhodno območje merilne kartice je ±
10 V, pri 16-bitni ločljivosti. Prikazana je na sliki 4.9.
Slika 4.9: Merilna kartica NI 9263.
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4.6.6 Merilni listič HBM LY1x-6/120
Merilni listič HBM LY1x-6/120 je uporabljen za določitev specifične deformacije vzorca
med testiranjem. Merilni listič ima 1 merilno mrežo. Njegova nominalna upornost
znaša 120 Ω. Prikazan je na sliki 4.10.
Slika 4.10: Merilni listič HBM LY1x-6/120.
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50
5 Rezultati in diskusija
Cilj naloge je raziskati razmerje med oceno vibracijske poškodovanosti oz. življenjske
dobe v časovni in frekvenčni domeni. Razmerje med modeli vibracijske poškodovanosti
je bilo raziskovano preko eksperimenta, kjer smo spremljali odziv vzorca na impulzno
vzbujanje. Preko zajetega odziva vzorca, lahko določimo njegov napetosni odziv σ(t)
prikazan sliki 5.1.
Slika 5.1: Napetostni odziv σ(t) vzbujanega vzorca.
51
Rezultati in diskusija
Na podlagi odziva sistema je bil identificiran tudi koeficient dušenja in sicer z uporabo
metode logaritemskega dekramenta v časovni domeni:
δ =
1
n
ln
x(t)
x(t+ nT0)
, (5.1)
kjer je T0 = 1/ω0. Vrednost identificiranega faktorja dušenja δ je:
δ = 0.018532.
Identificirana je bila tudi lastna frekvenca vzorca ω0:
ω0 = 334Hz
Materialna parametra k in C, sta bila identificirana preko Wöhler -jeve krivulje, katera
je bila določena eksperimentalno za izbrani material vzorca.
k = 6.15,
C = 1918.92
Z uporabo Rainflow metode nato določimo napetosne obrate χi za posamezne napeto-
stne nivoje, za katere določimo tudi pričakovano število napetostnih obratov Ni. Preko
znanih napetostnih obratov in njihovega pričakovanega števila pri posameznem nivoju,
z uporabo Miner -jevega pravila določimo delež poškodovanosti DRF v časovni domeni,
kot posledica enega impulza:
DRF ≈ 1.825 · 10−4.
Dobljeno vrednost DRF primerjamo s kritično poškodbo, definirano z Miner -jevim
pravilom kot vrednost DRF = 1 . Življenjska doba LRF predstavlja število impulzov,
pri katerih vzorec doživi porušitev. Definirana je kot inverz deleža poškodovanosti:
LRF =
1
DRF
≈ 5480 s.
Za primerjavo med metodami v časovni in frekvenčni domeni, sta kot referenca izbrani
metodi Narrow band in Tovo-Bennasciutti. Poškodovanost v frekvenčni domeni po
metodi Narrow band znaša:
DNB ≈ 3.321 · 10−6,
LNB =
1
DRF
≈ 301127 s.
Poškodovanost in življenjska doba po metodi Tovo-Bennasciutti znaša:
DTB ≈ 3.321 · 10−6,
LTB =
1
DRF
≈ 301127 s.
Izmerjena je bila dejanska dolžina življenjske dobe vzorca med eksperimentom, ki pred-
stavlja čas do porušitve vzorca med vzbujanjem:
Leksp. = 3650 s.
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Če primerjamo ocene življenjskih dob v časovni in frekvenčni domeni, opazimo, da
se ocene življenjskih dob v frekvenčni domeni znatno povečajo v primerjavi s tisto
v časovni. Posledično se znatno zmanjša ocena deleža vibracijske poškodbe, ki jo
povzroči en impulz oz. udarna motnja. Ocena vibracijske poškodovanosti v časovni
domeni, velja za splošno uporabljano, fizikalno pravilnejšo metodo. Razlog za fizikalno
pravilnost ocene vibracijske poškodovanosti v časovni domeni je to, da metoda temelji
na linearnem seštevanju deležev poškodb, ki so definirani z razmerjem med številom
napetostnih obratov določenega napetostnega nivoja in pričakovanim številom nape-
tostnih obratov za dani napetostni nivo. Število pričakovanih napetostnih obratov pri
določenem napetostnem nivoju je pridobljeno preko eksperimentalno pridobljenih po-
datkov o odvisnosti števila pričakovanih napetostnih obratov od napetostnega nivoja.
Ker pa so metode v frekvenčni domeni precej časovno učinkovitejše, bi bilo smiselno
uvesti nek korektivni faktor, ki bi uravnaval in korigiral razliko med metodami v časovni
in frekvenčni domeni.
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6 Zaključki
Predstavljeno magistrsko delo obravnava odstopanje med vrednotenjem vibracijske
poškodovanosti v časovni, ter frekvenčni domeni. Za razumevanje vsebine so pred-
stavljene osnove strukturne dinamike, ki predstavljajo temelj postavljenih matema-
tičnih modelov vibracijske poškodovanosti v časovni, ter frekvenčni domeni. Poleg tega
predstavlja strukturna dinamika tudi temelj razumevanju postavitve eksperimenta,
preko katerega so postavljeni matematični modeli ovrednoteni. Za namen izpeljave
matematičnih modelov vibracijske poškodovanosti so predstavljene tudi metode njiho-
vega vrednotenja v časovni - Rainflow, ter frekvečni domeni - Narrow-band in Tovo-
Bennasciutti. Za izpeljavo matematičnih modelov vibracijske poškodovanosti je bil
uporabljen programski paket Wolfram Mathematica, za izvedbo numerične analize po-
datkov pridobljenih preko eksperimenta pa Python. V spodnjih točkah je povzeto
lastno delo, ugotovitve in prispevek magistrskega dela:
1. Predstavljena je teorija strukturne dinamike preko katere je definiran analitičen
odziv sistema na udarno motnjo. Strukturna dinamika podaja tudi potrebne te-
oretične osnove za obvladovanje dinamske obravnave eksperimenta. Prav tako so
predstavljena tudi potrebna matematična orodja za dinamsko analizo v časovni,
ter frekvenčni domeni.
2. Pojasnjeni so postopki števnih metod v časovni, ter frekvenčni domeni, vključno
z vsemi statističnimi parametri potrebnimi za njihovo določitev, preko katerih
vrednotimo vibracijsko poškodovanost.
3. Navedeni so bili postopki izpeljav matematičnih modelov vrednotenja vibracijske
poškodovanosti v časovni, ter frekvenčni domeni, vključno z vsemi posplošitvami.
4. Izvedena je bila verifikacija izpeljanih matematičnih modelov vrednotenja vibra-
cijske poškodovanosti. Veljavnost postopkov izpeljanih matematičnih modelov je
bila verificirana preko primerjave numerično in analitično pridobljenih vrednosti
aproksimacij spektralnih momentov.
5. V podporo postavljenim teorijam vrednotenja vibracijske poškodovanosti je bil
izveden eksperiment vibracijskega vzbujanja vzorca. Predstavljena je tudi di-
namska obravnava eksperimentalne postavitve - sistem z dvema prostostnima
stopnjama. Preko eksperimenta pridobimo odziv sistema na udarno vzbujanje,
na katerega so nato aplicirane teorije vrednotenja vibracijske poškodovanosti.
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6. Na podlagi rezultatov pridobljenih preko eksperimenta vibracijskega vzbujanja,
smo za primer udarnega vzbujanja vzorca ugotovili odstopanje med metodami
vrednotenja vibracijske poškodovanosti v časovni, ter frekvenčni domeni.
Na podlagi izpeljanih matematičnih modelov vibracijske poškodovanosti, je bila preko
primerjave numerično in analitično pridobljenih spektralnih momentov potrjena iz-
peljava matematičnih modelov z danimi posplošitvami. Izvedena je bila numerična
analiza eksperimentalno pridobljenih podatkov o odzivu vzorca na vibracijsko vzbu-
janje, preko katerega je bil definiran napetostni odziv vzorca, s katerim so numerično
ocenjeni deleži poškodovanosti v časovni in frekvenčni domeni. Odstopanje med oce-
nami vibracijske poškodovanosti v časovni, ter frekvenčni domeni privede do napačne
določitve življenjske dobe obremenjevanega vzorca v frekvenčni domeni, za uravnavo
česar, bi bilo potrebno uvesti nek korektivni faktor, ki bi to odstopanje zmanjšal in
tako približal vrednost oceni življenjske dobe v časovni domeni.
Predlogi za nadaljnje delo
Zaradi časovne učinkovitosti metod v frekvenčni domeni, bi bilo smiselno raziskati
širše področje lastnih frekvenc in faktorjev dušenja vzorca. Na ta način bi dobili širšo
sliko o potrebni korekciji frekvenčnih metod glede na časovno metodo, ter na podlagi
tega definirali korekcijske faktorje za posamezna območja lastnih frekvenc in faktorjev
dušenja.
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Priloga A
Vibracijska poskodovanost.py
coding: utf-8
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import seaborn
import pandas as pd
import lvm read
from scipy.signal import find peaks cwt
from scipy.stats import linregress
from scipy import signal
from os import listdir
from os.path import isfile, join
import flife
import lscf
import math
Rainflow algoritem
def get rainflow cycles(datoteka, stress rel acc coefficient):
data = lvm read.read(datoteka)
n = len(data[0][’data’][:,0])-1
base acc = np.zeros(data[’Segments’] * n)
top acc = np.zeros(data[’Segments’] * n)
index = 0
time = data[index][’data’][:,0]
base acc = data[index][’data’][:,1]
59
Priloga A
top acc = data[index][’data’][:,2]
rel acc = top acc-base acc
rel sigma = rel acc * 9.3
return np.asarray(rel sigma)
Definicija lokacij datotek z eksperimentalnimi podatki
folders = [r’C:/ZM/Documents/FS/Vibrational Fatigue/VibFatigue prog/sample 18’]
analyze file = folders[0]
datoteke = [join(analyze file, f[:-4]) for f in listdir(analyze file) if f.endswith(’.lvm.pkl’) ]
data = lvm read.read(datoteke[])
Definicija materialnih parametrov
Sf, b = 1918.91955281 , 6.14503624
a = Sf
a = (Sf)**b
rf life = []
nb life = []
tovo life = []
peak amplitudes = []
nb2 life = []
obcutljivost = 3368342
for j in range(len(datoteke)):
data = lvm read.read(datoteke[j])
time = data[0][’data’][:,0]
base acc = data[0][’data’][:,1]
top acc = data[0][’data’][:,2]
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rel acc = -top acc + base acc
dt = data[0][’Delta X’][0]
n = len(data[0][’data’][:,0])
bor = int(n/12800)
for index in range(bor-1):
rel acc = rel acc[index * 12800: (index+1)*12800]
i = np.argmax( rel acc)-10
rel acc = rel acc[index*12800 + i: index * 12800 + i+12800]
try:
b, a = signal.butter(2, .08)
rel acc = signal.filtfilt(b, a, rel acc, padlen=2000)
Identifikacija lastne frekvence
ft = np.fft.rfft( rel acc)
f = np.fft.rfftfreq(len( rel acc),1/25600)
f max = 1000
f min = 150
ft = ft[f min:f max]
freq = f[f min:f max]
i f = np.argmax(ft)
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eigen freq = freq[i f]
n to skip = int((25600/eigen freq)/8)
i = np.argmax(abs( rel acc))+n to skip
print(’Lastna frekvenca:’, eigen freq)
sample frequency = 2*np.pi* eigen freq
rel def = rel acc / ((sample frequency)**2)
Napetost
stress = rel def * obcutljivost
rf life, nb life, tovo life = calc fatigue lives(stress)
Sf, b = 1918.91955281 , 6.14503624
peak amplitudes.append(np.min(stress))
except IndexError:
print(’Index error’)
pass
except ValueError:
print(’Value error’)
pass
rf life.append( rf life)
nb life.append( nb life)
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tovo life.append( tovo life)
if j==5:
ft = np.fft.rfft( rel acc*9.3)
f = np.fft.rfftfreq(len( rel acc), 1/25600)
rf life = np.asarray(rf life)
nb life = np.asarray(nb life)
tovo life = np.asarray(tovo life)
nb2 life = np.asarray(nb2 life)
print(’rainflow life’,np.average(rf life[50:250]))
print(’narrow band life:’,np.average(nb life[50:250]))
print(’tovo bennasciutti life:’,np.average(tovo life[50:250]))
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